- 208 -

MODELLE DER MATHEMATISCHEN EPIDEMIOLOGIE

Werner Timischl

Abteilung fiir Mathematik in den
Naturwissenschaften und Mathematische Biologie
Technische Universitdt Wien

1 Drei Jahre mehr Lebenserwartung durch Impfpflicht bei Pocken:

Bernoullis Plddoyer aus dem Jahre 1760

Am 30. April 1760 prdsentierte Daniel Bernoulli der Kdnigli-
chen Akademie der'Wissenschaften in Paris eine Untersuchung, die
das erste mathematische Modell der Epidemiologie enthielt. Es
ging dabei um einen Nachweis fiir die Niitzlichkeit der Variolation,
der damaligen (nicht ungefdhrlichen) Form der Pockenimpfung. Nach
Angaben iUber die Stadt Breslau erkrankten dort um 1700 j&hrlich
etwa 1/8 der (suszeptiblen) Einwohner an Pocken und rund 1/8 der
Krankheitsverldufe endete t&dlich. Die durchschnittliche Lebens-
erwartung betrug 26 Jahre und 7 Monate. In welchem AusmaR wiirde
die obligatorische Einfihrung der Pockenimpfung die Lebenserwar-
tung vergrdBern? Auf diese Frage versuchte Bernoulli eine Antwort
zu finden und lief zundchst das mit der Impfung verbundene Risiko
auler Betracht. Die empirische Grundlage bildete eine von Breslau
vorliegende und filir damalige Begriffe recht fundierte Sterbetafel,
die auszugsweise in Tabelle 1 wiedergegeben ist, wobei n(a) aus-
drilickt, wieviele Mitglieder einer Geburtenkohorte mit der anfidng-
lichen Grd&ge no=1300 den a-ten Geburtstag erleben. In seiner Argu-
mentation benutzte Bernoulli neben n(a) noch eine zweite mit x(a)
bezeichnete Funktion, die angibt, wieviele der das Alter a erle-
benden Personen gesund und dem Risiko einer Pockeninfektion aus-
gesetzt sind. Bezeichnet p die (jdhrliche) Pockenerkrankungsrate,
s die (jdhrliche) pockenkedingte Todesrate und m die (jihrliche)
Todesrate auf Grund der iibrigen Todesursachen, so k&nnen die jahr-
lichen Veridnderungen in der betrachteten Geburtenkohorte aus dem
in Abbildung 1 dargestellten Schema ersehen werden. Danach ist
einerseits die jdhrliche Abnahme -aAx/Aa der Zahl der Suszeptib-
len gleich der Summe der Zahl px der Pockenneuerkrankungen pro

Jahr und der jdhrlichen Zahl mx der nicht pockenbedingten Todes-
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fille; andererseits ist die jdhrliche Abnahme -An/aa der Zahl
der Uberlebenden insgesamt gegeben durch die jdhrliche Zahl spx
der pockenbedingten Todesfdlle und die jdhrliche Zahl mn der
sonstigen Todesfdlle. Ersetzung der Differenzenquotienten Ax/4a
bzw. An/da durch die entsprechenden Differentialquotienten er-

gibt die Modellgleichungen

- %§ = px + mx
- g% = spx + mn

und fiir das Verhdltnis v = x/n folgt daraus schliefilich die

Gleichung
%% = pv(sv - 1)
mit der L&ésung Vv = (s + (1—s)epa)_1 zur Anfangsbedingung v (0)=1.

Tabelle 1: Sterbetafel flir Breslau (um 1700, ausugsweise) ohne
und mit Pockenimpfpflicht

Alter a Uberlebende n(a) Uberlebende
(real) (fiktiv n. Bernoulli)
0 1300 1300
5 732 780
10 661 728
15 628 705
20 598 678
25 565 644

2bbildung 1: Schema der jdhrlichen Veridnderungen in einer Ge-
burtenkohorte auf Grund pockenbedingter und
sonstiger Todesfdlle (nach Bernoulli)
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Dieses Resultat verwendete Bernoulli, um zu der flir a=1,2,...
bekannten GrdBe n(a) die jdhrliche Zahl spx(a) = spv(a)n(a) der
pockenbedingten Todesfdlle (in Abh&dngigheit vom Lebensalter) in
der der Sterbetafel zugrundeliegenden Geburtenkohorte zu berech-
nen. Damit wurde aber die Konstruktion einer fiktiven Sterbeta-
fel mdglich, in der die Pocken nicht mehr als Todesursache ein-
gehen. Diese Sterbetafel, die also fiir eine gegen Pocken immune
Bevdlkerung zutreffen wirde, ist in Tabelle 1 den fiir Breslau
tatsdchlich registrierten Zahlen gegeniibergestellt. Auf der Grund-
lage der von Bernoulli errechneten fiktiven Sterbetafel ergibt
sich eine mittlere Lebenserwartung von 29 Jahren und 9 Monaten.
Somit wiirde die Einflihrung einer allgemeinen Impfpflicht bei
Pocken - so lautete die Argumentation von Bernoulli - die Lebens-
erwartung um mehr als drei Jahre vergrdfern bzw. um knapp drei
Jahre, wenn man das damalige mit 0.5% angesetzte Impfrisiko be-

ricksichtigt.

2 Mathematische Epidemiologie heute: Eine epidemisch wachsende

Disziplin

Es ist ein Verdienst von Bernoulli, als erster mathematische
Methoden zur Evaluierung von MaBnahmen im Gesundheitswesen einge-
setzt zu haben. Zu einem systematischen Aufbau einer mathemati-
schen Theorie der Infektionskrankheiten kam es aber erst in diesem
Jahrhundert, nachdem ndmlich der Mechanismus bei der Ubertragung
einer Krankheit von einem Individuum auf ein anderes mittels Xrank-
heitserreger im wesentlichen geklirt war. Es entstanden, wum nur
zwel Beispiele zu nennen, um 1906 das Modell der "Einfachen Epi-
demie” von W.H.Hamer, der das "Massenwirkungsgesetz" (die Zahl
der Erkrankungen pro Zeiteinheit ist proportional zur Zahl der
Gesunden sowie zur Zahl der bereits Erkrankten) in die Epidemiolo~
gie einfilhrte, und um 1926 wurde das Modell der "Allgemeinen Epi-
demie" von W.O.Kermack und A.G.McKendrick formuliert, das imstande
war, ein charakteristisches Merkmal vieler epidemischer Abldufe
wiederzugeben, ndmlich die Existenz eines Schwellenwertes fiir die
Populationsgrdse, nach dessen Uberschreitung erst ein Epidemieaus-

bruch mdéglich ist. Dieses Modell stellt auch heute noch ein Stan-~-
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dardmodell der mathematischen Epidemiologie dar und ist nach
verschiedenen Richtuncen hin erweitert worden (z.B. durch
Beriicksichtigung der r&umlichen Ausbreitung, von Keimtrdgern,
Zwischenwirten usw.). Hand in Hand mit den theoretischen Bei-
trdgen ging auch die Entwicklung von Modellen fiir konkrete
Infektionskrankheiten wie Malaria, Tuberkulose, Typhus, Cholera
oder Grippe, wobeil sich die modernen Rechengerite immer mehr
als unentbehrliche Hilfsmittel erwiesen. Dies gilt auch fiir
das in den letzten Jahren intensiv untersuche Problem der
Kontrclle von Epidemien, bei der es darum geht, verschiedene
Bekdmpfungsmafnehmen unter Bericksichtigung ihrer Effektivi-
tdt und diverser Kostenfaktoren zu vergleichen. Die Verfig-
barkeit leistungsfidhiger Computer hat auch zu zahlreichen
Simuiationsstudien angereagt, die in der jlingsten Vergangen-
heit zur Analyse von Tierseuchen durchgefiihrt wurden, wobei
sich vor allem die MKS-sowie die Tollwutepidemien als bevor-

zugte Untersuchungsobjekte erwiesen.

Zum Verstdndnis vieler, vor allem der theoretischen Modelle,
ist das in Abb. 2 skizzierte Schema fiir die Ubertragung einer
Infektion von einem Individuum A auf ein anderes Individuum B
usw. v6llig ausreichend. Das zundchst gesunde Individuum A,
das aber dem Risiko einer Infektion ausgesetzt ist, heift suszeptibel;
es befindet sich, wie man sagt, im S-Zustand. Nach erfolgter
Infektion ist A zundchst bloB latent-krank, erst nach Ablauf
der Latenzperiode wird A infektids, das heift seinerseits m&glicher
Ubertrdger der Infektion. Wichtig ist in diesem Zusammenhang,
daf in der Regel dieser sogenannte I-Zustand vor dem Auftreten
irgendwelcher sichtbarer Krankheitssymptome beginnt, d.h. schon
vor dem Ende der Inkubationszeit. Erst danach k8nnen Gegenmafi-
nahmen (z.B. Isolierung) ergriffen werden und das Individuum aus
dem AnsteckungsprozeB entfernt werden: Das Individuum befindet

sich nun im sogenannten R-Zustand.

Abbildung 2: Die verschiedenen epidemiologischen Zust#nde

lInkubationszeit_:I
=1
S-Zustand {gatenzper. I- Zustand | R-Zustand
™
Individuum A Y
Infektion {
{
Individuum B ‘7!

Infektion
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Fast allen epidemiologischen Modellen ist gemeinsam, daf die
betrachtete Population in zwel oder mehr Klassen ecingeteilt wird,
von denen eine jede alle Individuen eines bestimmten epidemiologi-
schen Zustandes umfaBt. Im einfachsten Fall wird angenommen,
daB ein Individuum nach erfolgter Infektion vom S-Zustand (d.h.
der S-Klasse) unmittelbar in den I-Zustand (d.h. in die I-Klasse)
Ubertritt und dort verbleibt (SI-Epidemien) oder nach Erholung
wieder in die S-Klasse zurlickkehrt (SIS-Epidemien). Hier sind
also nur zweli Klassen im Spiel, weshalb man auch von Zwei-
Klassen-Modellen spricht. Eine zusédtzliche Klasse, nimlich die
R-Klasse, ist notwendig, wenn nach erkannter Infektion Indivi-
duen aus dem Ansteckungsprozef entfernt werden, sei es durch
Isolierung, Immunisierung oder im Extremfall durch den Tod
(SIR-Epidemien). Soll auBerdem noch die Latenzperiode Berlick-
sichtigung finden durch Zusammenfassen aller latent-erkrankten
Individuen in einer éigenen Klasse, bendtigt man bereits ein
Vier-Klassen-Modell. Naturgemd8 nimmt die Kompliziertheit der
Modelle mit wachsender Klassenanzahl zu. Uberaus schwierig er-
weisen sich auch Modell-Ldsungen dann, wenn die Epidemieaus-
breitung nicht - wie bisher stillschweigend vorausgesetzt - nur
als zeitlicher Vorgang betrachtet wird, sondern als raum-zeit-

licher ProzeB.

Wéhrend in vielen Situationen die Vernachlissigung der rium-
lichen Ausbreitung gerechtfertigt erscheint, gibt es andererseits
wieder Problemstellungen, in denen es gerade auf den riumlichen
Aspekt ankommt. Beispielsweise wird im Zusammenhang mit Tollwut-
epidemien davon gesprochen, daB die Gebirge eher kanalisierend
flir die Epidemieausbreitung als hemmend wirken. Zur Kl&rung dieser
Frage miiBte man die Ausbreitungsgeschwindigkeit in Tallagen bzw.
im Flachland abschdtzen k&nnen; dies ist aber ohne riumliche
Modellbildungen undenkbar. Ebenso wenig kann mit einem reinen Zeit-
modell die wieder im Zusammenhang mit Tollwutepidemien geiuBerte
Vermutung gepriift werden, daf die fast ausschlieflich praktizierte
Bekdmpfung der Tollwut durch intensive Bejagung (Begasung) der
Infektionstrdger aus populationsdynamischen Griinden die Epidemie~

ausbreitung zu beschleunigen statt einzudimmen scheint.
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Die Einbeziehung eines ré&umlichen Asnektes, nach dem die
Infizierbarkeit von der gegenseitigen Entfernung der Individuen
abhidngen muf, kann in verschiedener Weise erfolgen. In einem
multigruppen-Yodell denkt man sich die Gesamtpopulation ent-
sprechend den geographischen Verhdltnissen in mehrere Subpopula-
tionen aufgespalten derart, das in jeder Subpopulation die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Ubertracung der Krankheit filir alle Paare
von infektidsen bzw. infizierbaren Mitgiiedern anndhernd gleich
groR ist. Die ‘bertragung der Krankheit von einer Subpopula-
tion zu einer anderen erfolgt durch migrierende I-Individuen.
Multigruppen-Modelle wurden in den letzten Jahren vor allen in
der Sowjetunion zur Beschreibung des Ubergreifens von Epidemien
von einer Stadt auf eire andere entwickelt. Eine andere Moglich-
keit zur Beschreibung einer Epidemie als einen raum-zeitlichen
ProzeB ergibt sich - bei Festhalten am Konzept eines analyti-
schen Modells - durch Hinzunahme geeigneter Diffusicnsterme
in die Modellgleichungen (z.B. des Allgemeinen Epidemiemcdells) ,
wodurch diese in partielle Differentialgleichungen iibergehen.

Die Epidemieausbreitung wird dann in &hnlicher Weise modelliert,

wie z.B. die Ausbreitung von Schadstoffen in einem chemisch

nicht neutralen Medium. Mehr noch als die Multigruppen-Modelle
erfordert die Diskussion von Diffusionsmodellen einen betrdchtlichen
mathematischen Aufwand. Am weitesten verbreitet und auch am erfolg-
versprechendsten beim Studium der Ausbreitung von Tierseuchen sind
Simulationsmodelle. Bei diesen resultiert der Prozef der Modell-
bildung weniger in der Herleitung irgendwelcher Modellgleichungen
(z.B. eines Differentialgleichungssystems), sondern eher in der
Angabe eines Rekursionsschemas, das die schrittweise Berechnung des

Epidemieverlaufs mit Hilfe eines Computers ermtalicht. (Vergl. [11, [61)

3 Auch Geriichte sind ansteckend: Das Modell der Einfachen Epidemie

Aus Schulbiichern bekannt sind Aufgaben von der Art der folgenden:
Jemand kommt mit einem Ceriicht in eine Stadt und erzdhlt davon
innerhalb einer Stunde einem anderen Biirger, beide erzdhlen dann
in der nichsten Stunde je einem weiteren Biirger davon, der das
Geriicht noch nicht gehdrt hat, usw. Wieviele Menschen wissen nach

fiinf Stunden von dem Geriicht?

Diese Aufgabenstellung kann folgendermaBen interpretiert werden.

Die Menge der Bewohner der Stadt 148t sich zu jedem Zeitpunkt
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(zu jeder Stunde) t=0,1,2,... in zwel Klassen einteilen, und
zwar in die Klasse derer, die von dem Geriicht gehdrt haben
und dieses auch weitergeben kdnnen, und in die Klasse derer
die davon noch nichts wissen, aber mogliche Emnfénger sind.
Die Analogie zu einem zweistufigen Ansteckungsprozefl, bei
dem durch Infektion ein Individuum vom urspriinglichen S~
Zustand in den I-Zustand ibertritt, ist ersichtlich und soll
durch die Bezeichnung noch unterstrichen werden, indem die
Mitglieder der zuerst genannten Klasse der Informanten kurz
I-Individuen und die der Empfingerklasse kurz S-Individuen
genannt werden. Die entsprechenden Mitgliederzahlen zum

Zeitpunkt t seien I, bzw. S Auf Grund der Angaben im Text

£
gilt nun

(1) I I, =1 (t=0,1,...)

Die Aufldsung dieser Differenzengleichung flihrt auf die
geometrische Folge It=2t (t=0,1,...). Sie 1&B8t erkennen, daB
das zugrundeliegende Modell fiir die Verbreitung eines Gerlichtes
(oder einer Infektion) unbefriedigend ist, da die Zahl der I-
Individuen mit wachsendem t unbegrenzt zunimmt. Auch erscheint
der Zusatz im Text "der das Geriicht noch nicht gehdrt hat" héchst
unmotiviert und soll nun gestrichen werden. Nach einer Stunde
sind dann wie bisher zwei I-Individuen vorhanden. Der Zustand
nach Ablauf einer weiteren Stunde ist aber unbestimmt, denn
jedes der zwei I-Individuen kann nun sowohl S- als auch I-
Individuen informieren, und diese Situation besteht auch fiir
’alle folgenden Zeitpunkte. Wenn jedes I-Individuum mit gleicher
Wahrscheinlichkeit ein S- und ein I-Individuum kontaktieren
kann, kdnnen wir aber leicht die Wahrscheinlichkeit dafiir an-
geben, daf ein kestimmtes S-Individuum S' von einem bestimmten
I-Individuun I' innerhalb des Zeitraumes von t bis t+1 kontaktiert
wird:

P(Kontakt I'-S' zwischen t und t+1) = 1/(St+I 1)

e
Um die Uberleguncen zu vereinfachen, ist dabei angenommen, daf

jedes Individuum pr¢ “c¢iteinheit h&chstens einen Kontakt mit einem
anderen haben kann. iicn m8dage wdhrend der Verbreitung des Geriichtes

die Einwohnerzahl N »¢rstant bleiben, d.h. es gelte zu jedem Zeit-

’




punkt St+It=N. Dann ergibt sich flir die Wahrscheinlichkeit, dag
ein bestimmtes S-Individuum von irgendeinem der I-Individuen
im Zeitintervall von t bis t+1 kontaktiert wird, der Ausdruck
szt/(N—1). Von den zum Zeitpunkt t vorhandenen S-Individuen

mdge bis zum Zeitpunkt t+1 der Anteil h=(I -It)/St infor-

t+1
miert werden. Natlirlich wird h im allgemeinen nicht mit p

Ubereinstimmen; jedoch kann man annehmen, daB bei groBem St'

also in groBen Populationen, die Wahrscheinlichkeit p und
die relative Hdufigkeit h zumindest annidhernd zusammenfallen.

Diese Uberlegung motiviert den deterministischen Modellan-

satz:
Ter1 Ty 1.
S N-1t
oder
(2) I. -I. = ——1I.5
t+1 "t N-1t°t

Die Zunahme der I-Individuen pro Zeiteinheit erweist sich hier
also proportional zur Zahl der I- und S-Individuen und das ist
gerade der Inhalt des bereits erwdhnten Massenwirkungsgesetzes,
das bei vielen Modellbildungen in der Epidemiologie Anwendung
findet. Die Proportionalitdtskonstante - hier E%T - wird Kontakt-
rate oder Infektionsrate genannt und meist mit B bezeichnet.

Ersetzt man in (2) St durch N-It, so folgt

‘ o
t+1 e =m0t

(3) I (N-1,)

und man erkennt, daB (1) eine Approximation des jetzigen Modells
darstellt, n&mlich fﬁr'N>5It21. Diese Voraussetzung trifft aber
h&chstens im Anfangsstadium einer Epidemie zu und l&uft darauf
hinaus, die Zunahme der I-Individuen als reinen GeburtenprozeB
zu beschreiben. Die Dynamik der Gleichung (3) ist wesentlich
komplizierter als die von (1). Es handelt sich nunmehr um eine

nicht-lineare Differenzengleichung erster Ordnung, die auch in der
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theoretischen Okologie unter der Bezeichnung "logistische Glei-
chung" eine wichtige Rolle spielt und nur in Spezialfdllen

l&sbar ist. An dieser Stelle kdnnte man einwenden, daB gerade

die analytische L&sbarkeit entscheidet, ob ein mathematisches
Modell fir den Schulunterricht in Frage kommt oder nicht.

Nach diesem Grundsatz miiRte man aber fast alle nichttriviaten
dynamischen Modelle ausschlieBen, denn diese sind ja meist mittels
Differential- bzw. Differenzengleichungen formuliert, deren Ldsungs-
theorie im allgemeinen den Rahmen der Schulmathematik {iber-
steigt. In diesem Zusammenhang sollte man sich aber die Praxis
der angewandten Mathematik vor Augen halten. Welche Modelle
erlauben schon eine analytische L&sung? Der Normalfall ist wohl
der, daB man friither dder spdter numerische Ldsungsmethoden
anwendet oder man sich Uberhaupt mit einer qualitativen Dis-
kussion der Modellgleichungen begniigt. Diese beinhaltet insbe-
sondere Fragen wie "Gibt es konstante Ldsungen?" oder "Was fiir
ein asymptotisches Verhalten zeigen die L&sungen?". Ein wichti-
ges Hilfsmittel zur qualitativen Untersuchung von Modellgleichun-
gen ist die sogenannte Phasenebene bzw, deren diskretes Analogon
bei Differenzengleichungen. Um diese Untersuchungstechnik zu er-

l3dutern, schreiben wir (3) um in

mit
- N _ 1
F(I) = I(1+§:T §-1 I).
Jeder Wert I mit F(I) = I heiBt ein Gleichgewichtspunkt oder

auch Fixpunkt von (4). Einen Einblick in das dynamische Verhalten
von (4) kann man rasch gewinnen, wenn man die Funktion F zeichnet
und dann die zu einem vorgegebenen IO geh8irenden Glieder
I1’IZ""
ist in Abb.3 geschehen. Man erkennt, das It fir jeden Anfangswert
IO>O(IO<N)monoton gegen den Fixpunkt I=N strebt, d.h. es wird
schlieBlich jeder von dem Gerlicht (von der Infektion) erfaft.

der Ldsungsfolge auf graphische Weise bestimmt. Dies

Was flir die spezielle Kontaktrate B=ﬁ%T gezeigt wurde, gilt

im Prinzip auch filr allgemeinere Raten 8, soferne BN < 1 bleibt




(andernfalls kommt es zu Oszillationen um N, was wegen 1
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zuldssig ist). Abbildung 3 gibt auch R2ufschluB iiber die Zahl der

Neuerkrankungen pro Zeiteinheit.

keit von der Zeit dar,

Kurve.)

(Stellt man diese in Abhdngig-

erhdlt man die sogenannte epidemische

Abbildung 3: Qualitative Diskussion der Modellgleichung (4)
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4 Nicht immer bricht eine Epidemie aus: Das Modell der Allge-

meinen Epidemie

Die im vorangehenden Abschnitt betrachtete diskrete Version
des sogenannten Modells der Einfachen Epidemie lieB eine monoton
gegen die PopulationsgroBe anwachsende Zahl von I-Individuen
erkennen. Dieses Ergebnis steht aber im Widerspruch zu der
Beobachtung, daB die Zahl der Suszeptiblen einen entscheidenden
EinfluB auf den Epidemieverlauf haben kann in dem Sinne, als
das Einschleppen einer Infektion nur dann zum ajusbruch einer
Epidemie (d.h. zu einer Zunahme der Zahl der I-Individuen)
fiihrt, wenn die Zahl der S-Individuen einen bestimmten Schwellen-
wert ilibersteigt. Auf dieser Erfahrung beruht ja auch das Restreben
der Gesundheitsbeh8rden, durch vorbeucende Immunisierung (man
denke z.B. an die Kinderl&hmung) die Zahl der Suszeptiblen

mdglichst niedrig zu halten.

Wie vorhin wird der Epidemieverlauf als ein deterministischer
Vorgang in einer abgeschlos'senen Population aufgefaBt, nun aber
eine kontinuierliche Zeitskala zugrundegelegt und durch Hinzu-
nahme einer weiteren Klasse zum einfachsten Drei-Klassen-Modell
{ibergegangen. Die S-Klasse umfasse wieder die Suszeptiblen,
die von den Mitgliedern der I-Klasse infiziert werden kd&nnen.
Neu hinzu kommt die R-Klasse, die solche Individuen aufnimmt,
die nach Erkrankung aus dem AnsteckungsprozefB3 ausscheiden, etwa
dadurch, daB sie isoliert werden, sterben oder gesund und immun
werden. Deér Epidemieablauf 148t sich nun durch das Schema
S » I » R symbolisieren, und wieder sind gewisse Annahmen be-
ziiglich der Ubergidnge zwischen den Klassen notwendig.Es seien
S(t), I(t) und R(t) die Individuenzahlen in den drei unter-

schiedenen Klassen zum Zeitpunkt t und es mége gelten:

(a) Die auf die Zeiteinheit bezogene Abnahme dexr Zahl dexr S-

Individuen ist proportional zur Zahl der S- und T-Individuen, d.h.

[
[
9

jo}
a

(b) Die auf die Zeit-:inheit hezogene Zunahme der Zahl der R-Indi-

viduen ist proporticnal zur Zahl der I-Individuen, d.h.




Die Gleichung (5) bringt wieder das Massenwirkungsgesetz zum
Ausdruck mit g als Infektionsrate. Zu den angefilhrten Gleichungen

kommt als dritte die Gleichung
(7) —= = - 2= - 2= =8 S I -y I

hinzu, die zum Ausdruck bringt, daf die auf die Zeiteinheit
bezogene Anderung der Zahl der I-Individuen auf Zugdnge aus der
S-Klasse und Abgédnge an die R-Klasse zuriickgefiilhrt werden kann.
Falls S=0 wdre, wiirde I gemdf dI/dt=-yI d.h. I = Ioe—yt abklingen.
Im Mittel befindet sich also ein I-Individuum insgesamt

T = [ tye YAt = 1/4

e}

Zeiteinheiten in der infektidsen Periode, und dies erlaubt eine
Interpretation der sogenannten relativen Ausscheiderate vy als

Kehrwert der mittleren Verweildauer in der I-Klasse.

An eine L&sung der Gleichungen (5) bis (7) bei vorgegebenen

of I(O)=IO und R(0)=0 ist hier nicht gedacht.

Es sei jedoch erwdhnt, daB in diesem Fall und in vielen anderen

Anfangswerten S$S(0)=8

Fdllen ebenso eine explizite Darstellung von S, T und R in Ab-
hdngigkeit von der Zeit t nicht mehr mdglich ist. Natiirlich kann
man zu vorgegebenen Modellparametern durch Anwendung numerischer
L8sungsverfahren quantitative Aussagen machen. Bei der Beur-
teilung der Angemessenheit eines Modells zur Beschreibung irgend-
einer Situation ist aber vor allem auch dessen qualitatives
Verhalten zu Uberpriifen. Eine M8glichkeit dazu soll im folgenden
unter Verwendung der Phasenebene aufgezeiagt werden.

Wir setzen I = % dR/dt in (5) ein und erhalten fiir S>0

&

8
tyd T at

o}

1
S at

= —é i i =
d.h., S—Soexp( YR). Damit folgt mit N SO+Io




=220 =

1 dR _ _ . _ _ _ _ _ 8
(8) Y dE I =N R S =N R Soexp( YR).

Diese Differentialgleichung fassen wir nun als eine Gleichung
der Funktion F': R - % %% auf und stellen sie in der (R, % g%)-
Ebene durch ihren Graphen C dar, wie dies in Abb.4 geschehen
ist. Jeder Punkt Z=(3, % %%) auf C entspricht offenbar einem
mdglichen "Zustand" der Epidemie, wobei Zustinde mit negativem
R und ebenfalls solche mit negativem I auf Grund der Bedeutung
dieser GrdBen auszuschlieBen sind. Die zulissigen Zust#nde
liegen also auf dem Kurvenstiick von PO=(O,N—SO) bis P1=(§,O)
mit R als positive Ldsung der Gleichung N=§—Soexp(— %ﬁ). Dem
Epidemieverlauf werden Zustandsidnderungen, also eine Bewegung
des Punktes Z entlang C, entsprechen. Was 148t sich ilber diese

Bewegung aussagen?

Abbildung 4: Qualitative Diskussion def Modellaleichung (8)

1 dR 1 dR .
Y dt (R, 7 HE) - Diagramm
PO=(O,IO)
pln(s_/p) R ——== P,=(R,0)
(o=v/8)

Schwellenwert
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Ein Kennzeichen der Bewequng eines Punktes ist dessen Momerntan-
geschwindigkeit v. Wie man leicht nachpriift, ist v=0 in Z=P1. Da
die Horizontalkomponente von v fiir O<R<R positiv bleibt, kann
sich Z nur auf P1 hin zubewegen, d.h. Z mus von PO aus entlang
C nach P1 wandern. Befindet sich Z in P1, SO verbleibt Z auch
dort. P1 kann aber kein Umkehrpunkt der Bewegung sein (man denke
2.B. an die Umkehrpunkte eines hin- und herschwingenden Pendels),
was man sofort an der verschwindenden Beschleunigung von Z in
Py
Abb.4 1&E8t sich somit folgendes ablesen:

erkennt. P1 ist also ein Gleichgewichtspunkt von (8). Aus

(a) Z ndhert sich mit wachsendem t dem Gleichgewichtspunkt P,.
Dies bedeutet insbesondere, daB - im Unterschied zum zuerst be-
sprochenen Modell der Einfachen Epidemie - nicht alle Mitglieder
der Population infiziert werden.

(b) Es kann nur dann zum Aushruch einer Epidemie kommen, wenn

SO genligend grof ist, genauer gesagt, wenn So>p = % ist. Man
spricht von einem Schwellenwertphénomen mit p als kritischem

Wert.

Eine darliter hinausgehende Aussage ist m&glich, wenn C durch
eine Parabel approximiert wird. wir entwickeln zu diesem Zweck
den Expconentialterm in (8) in eine Taylorreihe und brechen nit

dem qguadratischen Glied ab: es ergibt sich dann

2
5) .

Y

(9) +

e

&M N - R - SO(1 -

<]
° |
2y )

2p

In P1 ist die linke Seite dieser Gleichung Null und rechts R
durch R zu ersetzen. AuBerdem ist bei IO<<N die Gleichsetzung
sto gerechtfertigt. Aus (9) folgt dann fiir R die einfache Formel

(10) R~ 20(1 = g4

e}
die eine n#herungsweise Berechnung der Gesamtzahl der von der Epi-
demie Betroffenen erméglicht. Zu einer Epidemie kommt es nur fiir
So>o. Setzt man v=So—p bzw. So=p+v, so erhdlt man statt (10)
die Formel R =~ 2pv/{p+v), und wenn S, nur wenig Uber 5 liegt
{also v gegen 5 im Nenner vernachldssigt werden kann), die Formel
R ~ 2v. Mit anderen Worten ausgedrilickt : Die urspriingliche Anzahl

der Suszeptiblen,nimlich p+v, wird um R~ 2v, d.h. auf den
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Wert p-v erniedrigt, also auf einen Wert, der um denselben
Betrag unter dem Schwellenwert gelegen ist wie er urspriinglich
dariiber lag. Diese ndherungsweise gliltige Aussage ist der
Inhalt des Schwellenwerttheorems von Kermack und McKendrick
aus dem Jahre 1927. (Vergl.[1],[6]1,(7]1,[8])

5 MKS-Epidemien: Wie hoch liegt der Schwellenwert?

Dieser Fallstudie liegen Daten der MKS-Epidemie vom Jahr
1973 in Osterreich zugrunde. Da bei der MKS eine Unterscheidung
von gesunden Tieren und latent-erkrankten (d.h. infekti®sen
aber svmptomfreien) Tieren nicht mbglich ist und die {iblicher-
weise praktizierte’ Bekdmpfung darin besteht, daB nicht nur die
als infiziert erkannten, sondern auch die unmittelbar ge-
fdhrdeten (mdglicherweise schon infizierten) Tiere liguidiert
werden, kann die Ausbreitung der MKS~Epidemie im Rahmen eines
Dreiklassenmodells so beschrieben werden, daB man den Ansteckungs-
prozefl in der Ubertragqung der Krankheit von einem Bestand zu einem
anderen sieht. In diesem Sinne erscheint es angebracht, wvon
S-, I- bzw. R-Bestdnden zu sprechen, je nachdem ob es in dem
betrachteten Bestand nur gesunde Tiere gibt, mindestens ein
(latent)~erkranktes bzw. alle Tiere bereits liquidiert worden sind.
In Tabelle Z sind als "Rohdaten" die Anzahlen der pro Woche li-
quidierten Bestdnde in Abhéngigkeit von der Dauer der Epidemie
(in Wochen) angefiihrt (tatsichlich handelt es sich dabei schon
um "gegldttete” Daten, indem die erhobenen Rohdaten einer Mittelung

ay

Uber jeweils drei Wochen unterworfen wurden). Die dritte Spalte

von Tabelle 2 enthdlt die auf einen Tag der jeweiligen Woche bezogenen

mittleren Liquidationszahlen AR; und in der vierten Spalte stehen
die Anzahlen Ri der bis zur Mitte der jeweils betrachteten Woche
insgesamt liguidierten Bestidnde. Wegen %% A ARi/(1 Tag) gilt mit
fir unsere Zwecke ausreichender Genauigkeit

AR,

1 ~. .
(11) = N - R; - S_exp(-R;/p) (i=1,2,...).




- 223 —

Tabelle 2: Daten zur MKS-Epidemie von 1973 in Usterreich
(Region Mistelbach, Schweinebestdnde)

Woche nach Liquidierte

Seuchenbeginn Bestdnde/Woche ARi Ri ARi
1 8 1.14 4 1.21
2 23 3.29 19.5 3.29
3 63 3.00 62.5 9.00
4 154 22.00 171.0 18.08
5 213 30.43 354.5 28.17
6 243 34.71 582.5 31.99
7 299 29.86 808.5 29.22
8 181 25.84 1003.5 23.29
9 148 21.14 1168.0 16.48

10 111 15.86 1297.5 10.26

Wenn man die Gesamtzahl N der Bestdnde kennt (in unserem
Beispiel ist diese etwa 1600} und So=1590 féstlegt (was wegen
R1=4 durchaus plausibel erscheint) sowie eine mittlere Verweil-
dauer in der I-Klasse von 14 Tagen annimmt, wlirde prinzipiell
eine Beobachtungsperiode (Woche) aenligen, um mit den bis dahin
bekannten Daten den Parameter p zu schidtzen. Z.B. ergibt (11)
mit den Daten der zweiten Woche die Gleichung

3.29

T/14 = 1600 - 19:5 - 1590 e

-19.5/p

mit der L8sung p~550.Wie gut unser Modell mit diesem in einem
recht frithen Stadium ermittelten Parameter den tatsdchlichen Epi-
demieverlauf wiederzugeben imstande ist, zeigt die fiinfte Spalte
von Tabelle 2, welche die auf Grund des geschdtzten Wertes von

p aus (11) ermittelten Liquidationsraten AR; enthilt. Insbesondere
148t sich der H8heounkt der Epidemie (in der 6. Woche) recht

genau vorhersagen.Erst ab der 9. Woche treten grdBere Abweichungen

!
zwischen den beobachteten ARi und den prognostizierten AR; auf.

Der Ausbruch der beschriebenen MKS-Epidemie hdtte iUberhaupt
vermieden werden kdnnen, wenn man - etwa durch regelmdBige Impfungen -

SO kleiner als p gehalten hdtte. Dies wiirde allerdings die recht
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hohe Immunisierungsquote von
(SO- p)/So ~ 0.65

notwendig machen, d.h. 65% aller Bestdnde miiBten stdndig immun

sein, um einen Epidemieausbruch unmdglich zu machen.(Vergl.i8])

6 Nur wenige entkommen den Masern: Das Reed-Frost-Modell

Wir behandeln nun ein Drei-Klassen-Modell, in dem der Epidemie-
ablauf als ein diskreter ZufallsprozeB in einer kleinen Personen-
gruppe (Familie) beschrieben wird. Der Verlauf der Epidemie
mge dabei so wie in Abbildung 5 dargestellt erfolgen: Auf eine
Infektion tritt eine flir alle Individuen gleich lange Latenz-
periode ein, gefolgt von einer sehr kurzen infektidsen Periode,
nach deren Ablauf die I-Individuen immun oder isoliert werden
und somit jedenfalls flir den weiteren Verlauf der Epidemie auBer
Betracht bleiben k&nnen. Eine einmal eingeschleppte Infektion
breitet sich auf Grund dieses Ubertragungsschemas sozusagen
"stofweise" aus, indem jeweils nach Ablauf einer Latenzperiode

eine bestimmte Anzahl von neuen Fidllen auftritt.

Abbildung 5: Schema der Infektionsiibertragung im Reed-Frost-Modell

l_Latenzperiode ¥ infektitse Periode
| 1
1 | I
i ¥ S
‘ t-1 t t+1
S S = S
( £ Infektion ( t +t+1
Te-1 Tt Te+1

R-Klasse

Wenn die Latenzperiode als Zeiteinheit gewdhlt wird, kdnnen die
auf der Zeitskala zu Punkten zusammengeschrumpften infektidsen
Perioden durch die diskrete Zeitvariable t=0,1,... markiert werden.
Flir jedes t sind die Anzahlen der S-, I- und R-Individuen Zufalls-
gr&Ben, die mit S¢r It bzw. Rt bezeichnet seien. Nach Abbildung 5
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gibt I, also die Anzahl der S-Individuen an, die zum Zeitpunkt

t-1 infiziert wurden und zum Zeitpunkt t (nach Verstreichen
£ it und
r, von St’ It bzw. Rt sind natiirlich nicht negativ und ganz-
zahlig. Ferner sei die Gesamtzahl N=S

einer Latenzperiode) infektids werden. Die Werte s

t+It+Rt der Individuen

stets konstant.

Zum Zeitpunkt t sei in der betrachteten Personengruppe S,=s,
und I =i, d.h., die Personencgruppre befinde sich im Zustand
(st,it). Mit welcher Wahrscheinlichkeit geht dieser Ausgangs-
zustand im Verlaufe einer Zeiteinheit in den Zustand St+1=St+1’
— . e o4 . - - . .

It+1 S mit Sy 4178, "1 und 71 iber? Um darauf eine Antwort
geben zu k&nnen, bezeichnen wir zuerst die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB ein bestimmtes I-Individuum I' wdhrend der infektidsen
Periode um den Zeitpunkt t die Infektion auf ein bestimmtes
S-Individuum S' Ubertrdgt bzw. nicht Ubertridgt, mit p bzw. g=1-p.
Mit der Wahrscheinlichkeit

0, = (1-p) *=q*

wird S' von keinem der I-Individuen infiziert. Um die Epidemie
zu beenden,darf eine Ubertraaung der Krankheit an kein S-Individuum
erfclgen. Die Wahrscheinlichkeit daflir, daf es also zum Zeit-

punkt t+1 kein I-Individuen gibt, ist gegeben durch

P( i) =0

i =0 | Spr 1y

=S t+1

St41 t’
Als Wahrscheinlichkeit dafir, daB es zum Zeitpunkt t+1 genau
ein I-Individuum gibt, findet man

P(St+1_ t (1—Qt)
und allgemein gilt fir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB es

zum Zeitpunkt t+1 genau i infizierte Individuen gibt

S s, —1i

P(s, ,=sp=1, i,.=1 | s, 1) = (] N t

t+1” 5t (1-0) ™.

Mit Hilfe dieser Formel kdnnen bei bekanntem Zustand (St’it)
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zum Zeitpunkt t die Wahrscheinlichkeiten fir die Ubergdnge nach

allen mdglichen Folgezustdnden (s ) zum Zeitpunkt t+1

t+17 T e
berechnet werden. Dariiber hinaus lassen sich auch von einem
Anfangszustand (so,io) ausgehend durch Anwendung einfacher
sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung die Wahrscheinlichkeiten
P(st,it) aller m8aglichen Zustdnde (st,it) fir t=1,2,...,7
bestimmen. Die Epidemie erlischt unmittelbar nach dem Zeit-
4178,y d.h. nach spdtestens
so+1 Perioden gibt -es keine infizierten Individuen mehr.

punkt t, flir den erstmalig gilt s

Betrachten wir als Beispiel eine Personengruppe mit s =2 und
io=1. Spidtestens nach so+1, also nach 3 Infektionsperioden,gibt
es keine infizierten Personen mehr. Die méglichen Zustdnde zu
den Zeitpunkten t=1,2,3 sind in Abbildung & dargestellt. Dort
ist durch Pfeile auch zum Ausdruck gebracht, welche Uber-
gange auftreten kdnnen; die entsprechenden ttbergangswahrschein-
lichkeiten sind den Pfeilen beigefiligt. Unter jedem Zustand
(st,it) ist die Wahrscheinlichkeit P(st,it) dieses Zustandes
angeschrieben. Wie man diese Wahrscheinlichkeit bestimmen kann,
sei am Zustand (0,0) des Zeitpunktes t=3 erldutert. Dieser
Zustand geht entweder aus dem Zustand (0,0) oder (0,1) des
Zeitpunktes t=2 hervor. Also ist die Wahrscheinlichkeit von
(0,0) zum Zeitpunkt t=3 gleich der Wahrscheinlichkeit daffr,
daf zum Zeitpunkt t=2 der Zustand (0,0) vorliegt, der natilirlich
erhalten bleibt, oder daB zum Zeitpunkt t=2 der Zustand (0,1)
vorliegt und ein Ubergang nach (0,0) erfolgt. Aus den Wahrschein-
lichkeiten fiir die betrachteten Zust#nde im Zeitpunkt t=2 und
den entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich also

P(5,=0,14=0)=P(s4=0,i3=0 | s,=0,i,=0) P(s,=0,1,=0)

3
+P (55=0,14=0 | s,=0,1,=1) P(5,=0,i,=1)

=1.p2+1.2p2q

Ausgehend vom Anfangszustand (2,1) findet man so der Reihe

nach die in Abbildung 6 eingetragenen Ergebnisse flir die Zu-
standswahrscheinlichkeiten. An Hand dieser Abbildung 1&8t sich
auch die Wahrschein!ichkeit, mit der spezielle Epidemieverldufe




(Infektionsketten) auftreten, schnell ermitteln. Beispiels-
weise findet man fir die Kette (2,1) - (1,1) - (1,0) durch
Aufmultiplizieren der entsprechenden Ubergangswahrscheinlich-

keiten die Whhrscheinlichkeit 2pq2

Abbildung 6: Zustd&nde und deren Wahrscheinlichkeiten fiir

eine Reed-Frost-Epidemie mit so=2 und io=1

t=0 ... (211)

2
P
t=1 ... (0, 2) (1 1) (2, 0)
t=2 ... (0, o (o 1) (1 0) (2, o
2p q
t=3 ... (0,0) (1,0) (2,0)
pz(1+2q) 2pq2 q2

Das anschlieBende Beispiel geht kurz auf das Problem ein,
wie der Parameter p zu bestimmen ist. Im Verlaufe einer Masern-
epidemie in den Jahren 1929 bis 1934 auf Rhode Island sind in
3-Personen-Haushalten insgesamt 34 Infektionsketten mit nur einer
Infektion, 25 Ketten mit zwei Infektionen und 275 Ketten mit je

drei Infektionen beobachtet worden. Im Zusammenhang damit er-
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hebt sich die Frage, wie groB in 3-Personen-Haushalten die
wahrscheinlichkeit von Epidemieausgdngen mit einer, zwel cder
drei Infektionen ist. Auf der Grundlage der Abbildung 6 findet
man daflir unmittelbar

*

Wy = P (1 Infektion} = P(s3=2, i3=0) = q2
Wy = P (2 Infektionen) = P(s3=1, i3= ) = 2pq2
w3 T P (3 Infekticnen) = P(s3=0, i3=0) = p2(1+2q)

Somit ist die Wahrscheinlichkeit daflir, daB unter n von der
Epidemie erfaBten 3~Personen-Haushalten sich gerade aj mit

insgesamt i Infektionen (i=1,2,3) befinden, gegeben durch
P(p) = W, W, oW

Daraus kann nun auf den Infektionsparameter p geschlossen werden
auf Grund des plausiblen Argumentes, daB fiir den tatsidchlichen
Ausgang der Epidemie P(b) bzw. 1nP(p) maximal ist. Nullsetzen
der ersten Ableitung von 1nP(p) liefert mit a1=34, a2=25, a3=275
die Gleichung

575 _ 118 _ 550
P 1-p 3-2p

= 0
Als L8sung ergibt sich daraus der Sch&tzwert p=0.728 fir die
Wwahrscheinlichkeit der Infektion eines S-Individuums durch

ein I-Individuum. (Vergl.[11,[31,[6])

7 Epidemien als Riuber-Beute-Systeme: Endemische Infektionskrank-

heiten

Manche Infektionskrankheiten wie z.B. die Kinderldhmung oder
die Grippe treten mit periodisch wechselnder Intensitdt auf. Die
epidemischen Kurven zeigen einen oszillierenden Verlauf. Es
liegt nahe, dafiir den Grund darin zu suchen, daB die S-Klasse
laufend durch Neuzuginge erginzt wird, etwa durch Verlust des

Immunitdtsschutzes nach einiger Zeit.

Der nunmehrigen Situation kann man im Modell durch eine ein-
fache Modifikation des Allgemeinen Epidemiemodells gerecht werden,
indem die S-Klasse einen Zustrom mit konstanter Rate u erfdhrt.




Mit S(t) und I(t) als Mitgliederzahlen der S- bzw. I-Klassge

zum Zeitpunkt t gilt daher:

ds _ _, - u_
EE = 3STI+uS =S B(B I)
dIr v
Z=- = 28T~ = [g(S~-+
3t BSI-vI Ig( 2 )

Dieses System von 2 nichtlinearen Differentialgleichungen

spielt vor allem auch in der theoretischen 8kologie eine wichtige
Rolle. Es handelt sich dabei um die scgenannten Lotka-Volterra-
Gleichungen flir das R&uber-Beute-Modell. Tatsdchlich kénnte

auch der das periodische Auftreten von endemischen Infektions-
krankheiten bewirkende Mechanismus u.a. in einer R&uber-RBeute-

Wechselwirkung zwischen den I- und S-Individuen beruhen.

Unschwer findet man den nichttrivialen Gleichgewichtspunkt
(S,I) mit 55% und f=%, der eire konstante L&sung des Systeme
reprdsentiert. Lieqgt der Anfanaszustand (SO,IO) in (5,I) so
dndert er sich in der Folge nicht. Was passiert aber bei Vorliegen

von Anfangswerten SO¢§,IO#I ?

Wir begniigen uns wieder mit einer ndherungsweisen Betrachtung,
indem wir annehmen, dafB der Anfangszustand und die Folgezu-
stdnde nur wenig wvon (§,f) abweichen. Die Abweichungen mdgen
durch u=8-5 und v=I-I ausgedriickt sein. Ersetzt man S und I

durch u und v, so folgt aus den Modellgleichungen
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wobei wegen der vorausgesetzten Kleinheit von v und u deren
Produkt vernachldssigt wurde. Durch Zusammenfassen dieser nunmehr
linearisierten Gleichungen erkennt man sogleich, daf v (und

ebenso auch u) der Schwingungsgleichung

(12) —= + uyv = 0O
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geniigt. Diese Gleichung 148t sich auf elementare Weise (4. h.
ohne Eingehen auf die Thecorie linearer Differentialgleichungen)
l6sen, wenn man wieder auf das Konzept der Phasenebene zuriick- -

greift. Multiplikation mit g% und Integration ergibt

)2 + g%vz = const.

»

QulD.n
g

(

o] =

bzw. nach der aus Zweckmdfigkeitsgriinden durchgefiihrten Zeit-
skalentransformation t=ct mit a=Vuy

dv, 2 2 2
(a—;) + v = C7,

wobei C eine Konstante darstellt. Durch diese Differential-
gleichung wird aber in der (v,%%)—Ebene ein Kreis mit dem
Radius C definiert, der - wie aus dem Vorzeichen von %% folgt -
im Uhrzeigersinn zu durchlaufen ist. Scmit ist v(t)=C cose(rt)
mit m(r)=r+mo wegen %% = ~C sinw(rt) %%==-C sinp(t), und die
Lsung der Schwingungsgleichung (12) ist gegeben durch

v(t) = C cos(t/ﬂ;+wo), wobei die Konstanten C und ¢  von

v(0) und u(0), d.h., von den Anfangswerten der Abweichungen vom
Gleichgewichtspunkt, abhdngen. Man erkennt also, daB die Zahl
I(t)=I+v(t) der I-Individuen mit der Periode T=2n/Viy, die
nicht von B abh&dngt, ungedd@mpfte Schwingungen um die Gleich-

gewichtskoordinate I ausfiihrt. (Vergl.[61,[91)
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